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Enige tijd geleden onderzocht Dr E. Zeckendorf te Luik een aantal 
eigensohappen van de getallen van Fibonacci; zeals bekend zijn dit de 
getallen un (n = 1,2,3, ..• ), vastgeldgd door 
( 1 ) 
u 1 = 1, u2 = 2 
(n ~ 3). 
Onder meer liet hij zien hoe een willekeurig natuurlijk getal te schrij-
ven is als som van enige getallen van Fibonacci, hetgeen leidt tot de 
vraag, of een dergelijke schrijfwijze eenduidig is. Een en antler was 
aanleiding tot de nu volgende opmerkingen. 
Allereerst bewijs ik: 
Stelling A. Is N een natuurlijk getal, dan bestaat er eem en slechts een 
stel natuurlijke getallen i 1 ,i2 , ••• ,ik' waarvoor geldt: 
(2) N = L~ ui 
\) =1 V 
(3) iY+ 1 4 iv + 2 ( )) == 1 , 2 , ••• , k-1 ) ; 
bovendien is voldaan aan: 
(4) u. / N < u. + 1. 
1 k~ 1 k 
Vervolgens ga ik na, of er iets valt te zeggen over het getal k, 
dat is het aantai termen in de som in het rechterlid van (2). Daartoe 
veer ik eerst een s~bolische notatie in voor deze som. En wel, als / 
een natuurlijk getal en 1 ~ }'<- §" ik is, stel ik 
{ e µ, = 0 indien 11:J-'- niet optreedt als term ( 5) er = 1 indien ~-µ.. wel optreedt. 
en noteer dan N als het volgende aggregaat van enen en nullen: 
( 6 ) N = [ e ik e ik -1 • • • e 2 e 1 ] • 
Dus b.v. 7 = u2 + u4 = [1010]. Het eerste cijfer van het aggregaat (6) 
is zeker 1, het laatste kan zowel 1 als O zijn en er kunnen wegenff (3) 
niet twee enen op elkaar volgen. Op grond van stelling A komt ook elk 
aggregaat met deze eigenschappen inderdaad voor; we spreken van toegela-
ten aggregaat. 
Verder. noem ik het natuurlijke geval r = r(N), dat v-oldo.e~ aau 
( 7) Ur ~ N < Ur+ 1 
de rane van N; (4) zegt dan dat ik juist de rang van N is. 
- L -
Beschouw nu le 
tal daarvan is ur+ 1- ur 
het totaal aantal enen, 
len, die een b de rang r hebben; het aan-
= ur_1• Zij I.fr het arithmetisch gemiddelde van 
dat voorkomt in de toegelaten toegevoegde a.g-
gregaten, die ui t r cijfers bestaan. Over Y/r apraekt Zich nu ui t: 
Stelling B. De grootheid .:!. , eft voor r ---:'!·OO een limiet, en wel 
r.r 
1 ·-
1 - ? \ 5) = 0,2764 •••• 
Bewijs van stelling A. We laten eerst zien, en wel door volledige induo-
tie naar N, dat aan (2), (3), (4) te voldoen is; de eenduidigheid volgt 
achteraf. 
Voor N = 1 is de bewering trivia.al. Laa.t nu de bewering juist zijn 
voor 1,2, •.• , N-1 en bewijzen we haa.r voor N. Indien N zelf een getal 
van Fibonacci is, zeg ur, dan voldoet de voorstelling N = ur aan de 
vraag. Indien dat niet zo is, en r de rang van N is, schrijven we 
N:::::: u + (N - u \. 
r r 1 ' 
er geldt 
en dus 
0 < N - u ,/ u 1 - u - u 
- r --- r+ r - r-1 N. 
Voor N - ur bestaat er dan krachtnns inductieveronderstelling een voor-
stelling 
met 
en 
N - u r 
:::::: " __ :e. u 
L..---- 1.· 
JI =1 V 
i~+1 ~ i_, + 2 voor )J = 1,2, •.. ,p-1 
De voorstelling 
(8) N =Ur+ 
voldoet kennelijk aan de eisen (2), (3), (4). 
Dat de voorstelling (2) eenduidig is, volgt eveneens door volledi-
ge inductie naar N. Voor N ::::::1 is het duidelijk. La.at het gelden voor de 
getallen kleiner dan N en beschouwen we een voorstelling van Nin de ge-
daante (2), waarbij aan (3) voldaan is. Dan is zeker ik = r(N). Want uit 
ik > r(N) zou volgen N ~ ur(~)+1 , in tegenspraak met de definitie van 
r(N). En ui t ik <. r(N) zou volgen ik_1 ~ r(N)-3, dus krachtens inductie-• 
veronderstelling k-1 
dus 
dus wegens 
~·~ ui)l < uik_1+1 ~ ur(N)-2' 
k 
z.:: u. < 
V =1 iv 
(7) 
k 
N =L u1 ( N, 
'v =1 V 
wat een tegenspraak is. 
We schrijven weer N = ur + (N-ur) en hoeven da.n nog sleohte op te 
merken, dat krachtene inducti&onderstelling de voorstelling van N - ~ 
eenduidig is. 
Bewijs van stelling B. Zij d de oneindig voortlopende kettingbreuk 
(1,1,1, ••• ) en kn de n8 naderende breuk van O, d.w.z. kn= 
= (b 0 ,b1 , ••• ,bn) met b0 = b1 = ••• = bn = 1. Dan is 
(9) & = i(1 + v-~> 
( 10) 
.\~1 -d/ =ikn -Rj = un(§un!'-'n_,J = O(un-2) 
Verder is dan ~ = knkn_1 ••• k 1 , dus 
un 1 lln_ 
e n = ~ n I ( e + O(uv o V=1 
n n 
) ) = 1-r < 1 +o< u \I - 2 )} :; TT ( 1 +o( \) - 2 )) , 
V =1 " v :.:1 
zodat ~ een eindige, van nul verschillende limiet e,(,., heeft: en 
( 11 ) 
Noemen wear het totaal aantal enen, dat voorkomt in de toegelaten 
ar 
aggregaten, bestaande ui t r cijfers. Dan is '{r = U:--· Zij verder 
r 
or--
•--½= b,a, • 
Beschouw nu een g~tal N met 
in het bijbehorende aggregaat (6) 
1 ) e 2 = 0 r-
2) er_2 = 1. 
r-1 
rang r-# 5. Hat derde cijfer van links 
is er_2 • Er zijn twee mogelijkheden: 
In geval 1) gaat het aggregaat over in een toegelaten aggregaat bij 
schrapping van het cijf~r er_2 ; daarbij kan elk toegelaten aggregaat 
van r-1 cijfers optreden. De aggregaten, die aan 1) voldoen, bevatten 
dus in totaal a 1 enen. r-
In geval 2) begint het aggregaat met 1010; de rest bestaat of ge-
heel uit nullen, of is een toegelaten aggregaat, eventueel voorafgegaan 
door een aantal nullen. Elk aggregaat met hoogstens r-4 cijfers kan hier-
bij als een zodanige rest optreden. Het aantal aggregaten, dat in geval 
2) verkeert, is 1 meer dan het aantal natuurlijke getallen waarvan de 
rang hoogstens r-4 is, dat zijn de natuurlijke getallen, kleiner dan 
ur-)" Genoemd aantal aggregaten is dus ~-3; lettend op het vaste begin-
stuk 1010 bevatten deze aggr~gaten tezamen 2ur-) + Ar_4 eneu. 
H 
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Hiermee is de volgende recurrente betrekking voor ar gevonden: 
(12) ar = ar-1 + 2ur-3 + Ar-4" 
In de re~t van het bewijs leiden we uit (12) het gedrag van 'f1r af. Al-
lereerst leiden we uit 
a - a r r--1 
- a r 
= 2ur-3 + Ar-4 
= 2ur-2 + Ar-3 
op grond van ur_2 - ur-J = ur_4 , Ar_4 - Ar-J = ar_4 af: 
ar+1 - 2ar + ar-1 = 2ur-4 + ar-3' 
of ook, als we 'f r invoeren en letten op de defini tie van kr: 
lf r+ 1 - 2 (j/ r· J- + i' r-1 k J 1 = k° k 1 i 2k 3 ( 2 + fr-3 ) • / r / r r- r r- r- r-
Stellen we Cf r+1 -fr = l r' dan komt er wegens (10): 
( 1 r + // r-1 +/[ r-2 + I; r-3) +f r-3 - { ~ + O(u;2 )J{ ( )(r-1+ ~r-2+ /}r-3)+~"3\-: 
+ ) ~2 • O(u;2i} ( X r-2+ X r-3+ ~r-3) - l ~ + O(u;2iJ, (2 + 'fr-3) = 0, 
Nu is kennelijk O ~ U.1r ( r; verder is 
....... T :::;::-, 
. 2 . 1 1 ct 0 4 e 3 e 2 
Y;r-3 - ·-; ~, r-3 + elf r-3 - 7f4 T r-3 = Y r-3· - 2 4 -1 = O. e 
We vinden dus de volgende betrekking voor ;fr: 
c13 ) X r+1i.,r-1+Xr-2+Jr-3 - tc~r-1+Xr-2+~r-3)+7b(Jr-2+Jr-3) = 
2 ( -2) 
=-4 +oru. e r 
Om de term 2 8 - 4 in het rechterlid van ( 13) kwijt te raken, bepalen we 
het getal c uit 
c(4 - _§_ + ~) =-¾ H A A 2 8 - 1 v- · · 
en stellen 1'. = c + 1-7 • J)an is c = 2 = ½( 1 - ?: 5), terwiJ.l /(r r 2d -38+1 :; 17 voldoet aan 
r 2 - 1 ) ( -2) 
v;r+~lr-1+7r-2+ ?r-3- 0c 17r-1+17 r-2+ ')r-3)+ Wcrlr-2+?r-3 = 0 rur , 
anders geschreven: 
l/r = -(1- ~) il r-1-(1- t + 7f2')·( '7r-2+"lr-3) + O(ru;2). 
Omdat we nu hebben 
1 - t = ~(1- V5) = 0.382 ••. 
1 - _g_ + ~ = ½( 7 - 3 V5) = o. 1 46. • • , (j 0 
bestaat er een constante z tussen Oen 1, zodat 
r ( -2) 1 r = 0( z ) + 0 rur • 
Dan is 
wegens (11). 
~ r = ½(1 
Y' r - ½( 1 
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Hiermee is stelling E bewezen. 
0( 1) , 
O~merking. De betekenis van stelling B kan nog als volgt toegelicht wor-
den. We kunnen op het aantal cijfers en het aantal · enen van de duale 
voorstelling van een natuurlijk getal N letten, en analoog aan r r een 
functie rs 
waarvoor s 
invoeren: 
-2 -
s = {_ log N j, 
f"'~ = gemiddeld aantal ·enen in de duaal _geschreven getallen, 
een bepaalde waarde heeft. Dan is 
< hs - , .1 2 T ,._,, ~ log N. 
Anderzijds is echter wegens (11): 
log un - log.?<. 
Ill\/ loge rv 
log un 
log@ ' 
dus 
r(n) log N 
rv ,.,JJ ' loa; 
dus 
1 - 2 log N _ 2 U.'r •'--1 ½(1 ... 5 V5) 2 - - 0.38 ••• log N. 1 log$ 
D.w.z. dat 'fr merkbaar kleiner is dan <fs· Anders gezegd: in de duale 
voorstelling van een getal komen gemiddeld minder enen voor dan in de 
hierboven besproken voorstelling. 
